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Resumen
Realizamosen este trabajo un estudio cualitativo de las
trayectoriasdel sistema dinámico resultantede aplicar el
Principio del Máximode Pontryagina unproblemade control
óptimopara la gestióneconómicade unapesquería.Analizamos
la estabilidadde las solucionesde equilibrio estacionarioen
función de los parámetrosdel sistema,para posteriormente
investigarsobre la existenciade bifurcacionesde codimensión
uno.En estesentido,centramosparticularmentenuestraatención
en la bifurcaciónde Hopf y en la consiguienteapariciónde
trayectoriascerradas de tipo ciclo límite. Los resultados
obtenidosa nivelteóricosonilustradosempíricamenteasignando
a losparámetrosdel sistemalas estimacionesrealizadaspara el
caso de la pesquería de "chameleagallina" del litoral
suratlánticoespañol. Los valores de bifurcaciónse obtienen
medianteel usode los softwaresContenty Vensimy se da una
descripcióndel comportamientocualitativode las órbitas del
sistemaenlosentornosdelosvaloresdebifurcación.
Palabras clave: Estabilidad,Bifurcaciones,Teoremade Hopf,
Ciclo Límite,ControlÓptimo.
Abstract
Thispaperdealswiththetheoryof codimensiononebifurcations
appliedtoa dynamicalsystemderivedfromapplyingPontryagin's
maximumprincipIe to an optimalcontrolproblemfor economic
fisheriesmanagement.Changesin thenumberand/orthestability
ofstationarystatesaswellas theappearanceof closedorbits,are
analyzed.Some necessCl.'Yand/or sufficient conditions are
establishedfor theexistenceofHopf bifurcations,accordingtothe
biologicalandeconomicparam'etersof themodeloWefocus our
attentionon theresultinglimitcycleswhichcanbecandidatesfor
solutionsof theoptimalcontrolproblem.Themethodis appliedto
the SouthAtlantic "chameleagallina" fishery. To obtain the
bifurcationvalues,wehavemadenumericalcomputationsby the
useof Contentand Vensimsoftware.So,wemakea qualitative
descriptionof the trajectoriesbehaviouraround thestationary
states.
Keywords: Stability,Bifurcations,Hopf Theorem,Limit Cycle,
OptimalControl.
1 Introducción
La estructuracualitativadel flujo deun sistemadinámico
no linealpuedecambiarsi semodificanlos parámetrosdel
mismo.En particular,puedenaparecernuevospuntosde
equilibrio u órbitascerradas,o desaparecerlos que ya
existen,o bienveralteradasuspropiedadesdeestabilidad.
Un sistemadondeestoocurrerecibeel nombredesistema
estructuralmenteinestable,o sediceequivalentementeque
una bifurcaciónha ocurridoparaalgunosvaloresde los
parámetros.
Los estudios cualitativos aplicados a los sistemas
socioeconómicos se han desarrollado de forma
extraordinariaúltimamente.Cabedestacara investigadores
como Feichtinger(1992),Day (1994),Hilborn (1994),
Gandolfo(1997),Lorenz(1997),Landay Velasco(1997),
Vílchez y Velasco (1999), Barucci (2001), Vílchez y
Velasco(2002)o Velascoet al (2002),quehanestudiado
las propiedadesde estabilidadlocal de las solucionesde
equilibrioestaoionariodesistemasquedependendevarios
parámetroseconómicosy handescritoel comportamiento
de las trayectoriasconformea que uno o más de los
parámetrosdel sistemavaríen.Hoy endía conceptoscomo
bifurcaciones,codimensióno equivalenciatopológicason
usadosfrecuentementeenla investigacióneconómica.
En este trabajo pretendemos, fundamentalmente,
interpretarla teoríasobrebifurcacioneslocalesdentrodel
contextode los sistemasdinámicoscon aplicacióna la
pesca,comoherramientaimportantequepermiteunanálisis
cualitativopormenorizadodel comportamientode las
trayectoriasdel sistemaen un entornode los puntosde
equilibrio estacionario.Concretamente,analizamos el
sistemadeecuacionesdiferencialesresultantedeaplicarel
Principio del Máximo de Pontryagina un problemade
control óptimo. Tales sistemasse han caracterizado
tradicionalmenten la literaturapor la presenciade un
puntodesilla, lo queimplicaestabilidadcondicional,esto
es, las trayectoriasdel sistemaalcanzanel equilibrio
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estacionario siemprey cuando las condiciones iniciales las
sitúen sobre la variedad establedel mismo. Ahora bien, no
es ésteel único comportamientoobservableen modelos de
crecimiento económico óptimo, pues se demuestratambién
la existencia de órbitas cerradas en modelos dinámicos
caracterizadospor la presenciade trayectoriasmás o menos
monótonas y, en consecuencia, los ciclos pueden surgir
como resultado de un proceso de optimización. Así lo han
establecido diversos autores tales como Benhabib y
Nishimura(1979),Wirl (1995,1996),Feichtingery Sorger
(1986), Feichtinger et al (1992) y Dokner y Feichtinger
(1991), entre otros, los cuales identifican a nivel teórico
distintos mecanismos que pueden generar los ciclos en
problemas de control óptimo aplicados a distintos campos
de la Economía, si bien, la mayoría reconoce la dificultad
de llevar los resultados a la práctica encontrandomodelos
que reflejen la realidad. En este sentido nuestro trabajo
introduce en el campo de los recursos pesqueros la
utilización de datos reales disponibles de pesca para la
obtención de los valores de los parámetrosa partir de los
cuales se producen cambios cualitativos importantesen la
dinámica de los sistemasestudiados,es decir, el cálculo de
los valores de bifurcación.
2 Metodología
Parala consecucióndelobjetivopropuesto,es necesario
establecerunametodologíaquepermitaplasmar,mediante
expresionesmatemáticas,todoslosaspectosdelanálisis.En
estesentido,hemosseleccionadolos últimos resultados
existentesyaen la bibliografiaal respecto!que,demanera
másefectiva,resuelven uestrosproblemas.
Los sistemasdinámicosque hemosestudiadoson no
lineales,formuladoscon unaconcepcióndeltiempocomo
conjuntocontinuo.Además,sondisipativosy pueden
poseerasí atractoresen formade puntosfijos, ciclos
límites, órbitas cuasi-periódicaso incluso atractores
extraños.
Como los cambioscualitativosa los que se refierela
teoríasobrebifurcacioneslocalesocurrenenun entornode
un puntofijo u órbitacerrada,nos hemoscentradoen el
estudiodelospuntosdeequilibrionohiperbólicos,esdecir,
aquéllospara los cualesla matriz Jacobianadel sistema
poseeautovaloresnuloso conparterealnula,puessabemos
por el teoremade Hartman-Grobmanque los equilibrios
hiperbólicos son estructuralmenteestables. En este
contexto,resultafundamentalel teoremade la variedad
centro que establecela existenciade una variedad
invariante2pasandoporel puntofijo (no hiperbólico)a la
I Kutnetsov(1997),Guckenheimeretal (1997),Govaertsetal
(1997),Govaerts(2000)..
2Parael casoquenosocupay talcomoaclaraWiggins(1990),
p. 15, cuando usemosel términovariedades suficientepensaren dos
situaciones:un subespaciovectorialde renel casolinealo unasuperficie
m-dimensional incrustada en ren el caso no lineal.
274
cualpuederestringirsel sistemaparaestudiarla dinámica
enunentornodelmismo,análogamentea comoocurreen
los sistemaslinealesconel subespaciovectorialgenerado
por los autovectoresasociadosa autovaloresnuloso con
parterealnula.
Cuandoelpuntodeequilibrioesnohiperbólico,debidoa
la presenciadeal menosun autovalorealsimplenulo,la
restriccióndelsistemaoriginala lavariedadcentroes un
sistemade dimensiónuno y si es consecuenciade la
presenciadeunpardeautovaloresimaginariospuros,dicha
restricciónes bidimensional,siendoel estudiode las
bifurcacionesenlossistemasresultantesmássencilloque
enel departida,todavezquelosmismosonsusceptibles
de escribirsebajo ciertaformaestándar de expresión
(llamadaformanormaltopológica)comúna todoslos
sistemasqueposeenunmismotipodebifurcación.
En el caso de las bifurcacionesrelacionadascon la
aparicióndeunautovalorrealsimplenulo,se identifican
tres tipos de bifurcaciones:nodo-silla, transcrítica y
pitchfork.
El análisisdela formanormaltopológicaasociadaacada
tipodebifurcaciónpermitecomprenderquétipodecambio
se produceen el sistemacuandoel parámetrorebasael
valor de bifurcación.Así, la bifurcaciónnodo-sillapuede
identificarsecomoel mecanismobásicode creación-
destrucciónde puntosfijos: conformeel parámetrodel
sistemavaría,dospuntosfijossemuevenunohaciael otro,
colisionan (cuando el parámetrotoma el valor de
bifurcación)y desaparecen.En la bifurcacióntranscrítica,
lospuntosfijos colisionanigualmente,peronodesaparecen
sino que intercambiansu estabilidad.En la bifurcación
pitchfork,los puntosfijos tiendena aparecery desaparecer
enparessimétricos.
En el casode queel equilibrioestacionariosea no
hiperbólicodebidoa la presenciadeunpardeautovalores
imaginariospuros para cierto valor del parámetrodel
sistema,ci = CLo,la restriccióndel sistemaoriginala la
variedadcentro es un sistemabidimensional,el cual
presentaráuna bifurcaciónde Hopf para ci = cio,si se
verificaquelosautovaloresA(Ci)quesonimaginariospuros
enCLocrucenel eje imaginarioconvelocidadno nula,esto
es:
dRe,,1,(a)
I
d= *0
da a=aO
En talescircunstancias,el teoremade Hopf 3
asegurala existenciade algunassolucionesperiódicas
bifurcándosea partirdecio.La estabilidadelasmismas
vienedeterminadaporunasegundacondiciónexpresadaen
términosdelllamadoprimercoeficientedeLiapunov,fI.I
3 Hopf (1942).Hay una traducciónal inglésen Marsden y
McCraken(1976)y distintasversionesenGuckenheimery Holmes(1986),
Wiggins(1990)o Lorenz(1993).
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(ao),el cual se deduceen el cálculode la formanormal
topológicacorrespondienteJ.
En estascircunstancias,unacondiciónsuficiente
parala existenciadeun ciclo límiteestableesque f!.¡(ao)
< O,Y si f!.I (ao) > O, el ciclo límite es inestable.En el
primer caso estamosante una bifurcación de Hopf
supercríticay unciclo límiteestablesurgeparacadavalor
del parámetroa mayor que ao y lo suficientemente
próximo a él. En el segundocaso, se trata de una
bifurcacióndeHopf subcríticay los ciclosaparecenantes
dequeel parámetroalcanceelvalordebifurcación.
Entonces,dado un sistema n-dimensionalcon un
equilibrionohiperbólicoparaciertovalordeunparámetro.
podemosencontraruna variedadcentropasandopor ese
puntoy restringirel sistemaoriginala la misma,conlo que
elestudiodelasbifurcacionesenlossistemasresultantesde
dimensionesuno o dos es menos complejo,una vez
calculadaslas formasnormalestopológicasequivalentes.
Ahorabien,la realizacióndeestoscálculosnoessencilla.
En la mayoríade los casosun tratamientosimbólicodel
problemaresultainabordabley hayquerecurrira técnicas
numéricasde resolución.No obstante,hemosseguidola
metodologíadesarrolladapor Kuznetsov(1997),el cual
realizaun tratamientode la cuestiónutilizando variable
compleja,lo quesimplificaloscálculos,y asuvezpropone
dosprocedimientosparael cálculodela variedadcentroy
laposteriorestriccióndelsistema.
Establecidospor tanto los fundamentosteóricos y
metodológicosque sustentanla investigación,pasamosa
formularen la siguientesecciónel modelode control
óptimodel cual derivael sistemadinámicoquevamosa
estudiar.
3 FormulacióndelModelo
El modeloqueanalizamosesunaampliacióndel modelo
lineal básico de gestión de pesqueríaspresentado
originalmentepor Schaefer(1957) y desarrolladocon
posterioridadporCrutchfieldy Zellner(1962),consistente
encontrolarel esfuerzodepescasa lo largodeltiempode
maneraque seamáximala utilidadsocialproporcionada
por el recursoo, en términosdel stock, se trata de
determinarla trayectoriaóptimade la biomasa,x(t), de
modo que sea máximo el funcional que expresalos
beneficiosnetosdescontadosderivadosde la explotación
delrecurso.
4 Ver Kuznetsov(1997)
s Sesueledefinircomoesfuerzodepescaelproductodelpoder
depesca(entendidoéstecomoAelpoderdecaptura@enlaterminologíade
Bevertony Holt (1957))de unbarcoindividualporel tiempodeoperación
efectivo,El esfuerzototalanualdesplegadopor unaflotaserála sumade
losesfuerzosmensualesdecadaembarcación.La unidadqueemplearemos
paracuantificarel esfuerzoseráelnúmerodedíasdepesca(adecuadasi la
flotaes homogénea),si bienpuedevenirexpresadoennúmerode barcos,
sedales,redes,...,etc.
La formulaciónmatemáticaconsisteen maximizarel
funcional:
fe"" (pqE(t)x(t)- cE(t))dt (1)
sujetoa:
.
(
X(t)
)x(t)=r x(t) 1-L -h(t)
x(O)=xo,x(t)~O (2)
O :o;E :o; Emax
dondex(t) representael nivel de biomasaen el instantet
(medidoenTm), E(t) esel esfuerzodepesca(medidoen
días de pesca)y h(t) es la tasainstantáneade capturas
totalesdela flota.Los parámetrosr y L en la ecuaciónde
estado,representanrespectivamentela tasadecrecimiento
intrínsecade lapoblacióndepecesy la capacidadecarga
respectivao niveldebiomasamáximoquesealcanzaríaen
ausenciade explotación.Dicha ecuaciónindica que la
variaciónenel tiempodelosnivelesdebiomasaesiguala
la diferenciaentrela funciónqueexpresael crecimiento
naturaldela población(deacuerdoaunaleylogística)y la
tasatotaldecapturasdela flota.
Asi mismo,los parámetrosp y c representanel precio
netoporunidaddecapturayel costeporunidaddeesfuerzo
respectivamente,y (j es la tasacontinuade descuentoque
actualizala corrientedebeneficiosy quees fijada por el
gestordela pesquería.
En el modelode Schaefer,h(t) = qE(t)x(t),con q el
coeficientede capturabilidadde la especie.Al ser el
Hamiltonianoparaesteproblema:
H(X,E,t,fl)=pqEX-CE+fl[ rx(l- :)-pqEX] (3).
lineal en la variable de control, de la condición de
optimalidad, 8H =O, no puede deducirseel control
8E
óptimo,E*, de formadirecta,por lo que la soluciónal
problemaesunasolucióndetipo"bang-bang"6establecida
enformade"feedback",esdecir,el esfuerzoóptimoE(t) se
especificaenfunciónde la variabledeestadoactualcomo
unacombinacióndecontroles"bang-bang"y óptimos.Sólo
se necesitaconocerel nivel actualdel stock,x(t), y los
valoresde los parámetrosparadeducirla políticaóptima
parael presentey el futurode la pesquería.Perocomoya
hemoscomentado,lacondiciónparaquesedéunasolución
deestetipoesbastanteirreal:la linealidadenloscostes.
Una maneradeevitarestassolucionesllamadastambién
de"traqueteo",consisteen introducirenel funcionalunos
costesdeajusteo denuevacapacidadquehagancontinuo
el control,de maneraque éste(el nivel de esfuerzoen
nuestrocaso)vayaajustándoseal costeencadamomento.
6 Llamada así por establecerse n valores extremos,Ver Kamíen y
Schwartz(1991),p.202,
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La ideaesconsiderarunanuevavariabledecontrol,v(t),
definidacomolatasadevariacióndelesfuerzo,estoes:
v(t)=dE(t)
dt
y unafuncióndecostesdeajuste7(cuadrática):
k(V)=pV2,p>0
Asi, el esfuerzode pescaque antesera la variablede
control,pasaahoraa serunavariabledeestadoqueserige
por la ecuacióndiferencialE=v. La funcióndeutilidad
socialincorporala nuevafuncióndecostesy el problema
decontrolqueestudiamosconsisteen8:
00
max f e-6 t ( Ph-CE-Pv2)dt
v O
sujetoa
x=rx(l-i}h
11
I!
11
E=v
x(O)=xo,E(O)=Eo,vE[-d,d],0<d<00
4 AplicacióndelPrincipiodel
Máximoy Análisisdela
EstabilidaddelosEquilibrios
Estacionarios
\\
I!
El problema(6)esunproblemadecontrolóptimono lineal
en los costescondosvariablesdeestadoy un control.La
aplicacióndelascondicionesnecesariasdeoptimalidadel
PrincipiodelMáximoa unproblemacomoéste,dalugara
unsistemadeecuacionesdiferencialesdedimensióncuatro
enlaforma:
dondeH esel Hamiltonianodelproblemay j.1j,j.12sonlas
variablesdecoestado.
7 Este coste de ajuste puede interpretarsecomo lo que cuesta
incorporar/cesarun barcoen la pesqueria.Así, controlamosla variación
del esfuerzoen función de lo costosoque resulteel alta/bajade una
embarcación.
8 Omitimos la dependenciaexplícita con respecto al tiempo por
simplicidad.
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(4)
DockneryFeichtinger(1991)establecieronlaposibilidad
de que un sistemacomo el anteriorderivadode un
problemadecontrolóptimocondosvariablesdeestadoy
un control, admitiera como soluciones trayectorias
oscilatoriascerradasdetipo ciclo límite,las cualessegún
avanzabaHartl (1987)sólosonposiblessi haymásdeuna
variablede estado.Concretamente,dado un equilibrio
estacionario,P, del sistemaanterior,si se considerael
sistemalinealasociado,y=Jy , .conJ la matrizJacobiana
evaluadaenP, Dockner(1985)probóquelos autovalores
asociadospuedencalcularsemediantelaexpresión:
(5)
(6)
6
~(
6
)
2 K 1 f 2
/L =-:t - --:t-..yK -4detJ (8)
],2,3,42 2 2 2
dondeK =B- 62, conB lasumadelosmenoresdiagonales
deordendosdela matrizJacobianaJ.
A la vistade la ecuación(8), esposibleestableceruna
clasificaciónde los autovaloresanterioresen funciónde
detJ y K, tal y como se muestraen la Figura 1 y así
determinarlaestabilidadelosestadosestacionarios.
Estáclaroquelaestabilidadcompletaesimposibley que
la única estabilidadde la que puedehablarsees de la
estabilidadcondicionaldel punto de silla. Dockner y
Feichtinger(1991)probaronademásque una condición
necesariay suficienteparaque los autovaloresanteriores
fuesenimaginariospuros9es:
(
K
)
2
(
K
)
2, K
detJ> 2 ,detJ= 2 +6-2 (9)
ObsérvesenlaFiguraI queelplanoaparecedivididoen
5 regionesparamétricasen cada una de las cualesel
comportamientocualitativo del sistema dinámico es
diferente.Así, enlaregión(1),losequilibriossonpuntosde
silla, con variedadesestablee inestableasociadasde
dimensión2. De estamanera,si las condicionesiniciales
sitúana la trayectoriacorrespondientesobrela variedad
estable,se produciráun acercamientohaciael equilibrio.
En casocontrario,sealejaríadeél.Al pasara la región(n),
el comportamientoesel mismo,perolastrayectoriasobre
la variedadestableseacercanenespiralal equilibrioque,
enestecaso,esun foco.En la fronteraentrelas regiones
(n) y (m) surge una bifurcaciónde Hopf, pues los
autovalores1..3.4atraviesanel eje imaginarioal pasardeun
ladoa otrodela curvarepresentadacontrazodiscontinuo.
Si seconsideralatasadedescuentosocialcomoparámetro
delsistema,los valores60de6 paralos cualessecumplen
las condicionesanterioresson candidatosa valoresde
bifurcacióndeHopf,y unciclo límitesebifurcaapartirde
ellos si los autovalorescomplejosque son imaginarios
purosen60,atraviesanel eje imaginarioconvelocidadno
nulaJO,esdecir,si:
9 CondiciónnecesariaparaqueexistaunabifurcacióndeHopf
lO Segúnel TeoremadeHopf Ver Hopf (1942)o unatraducciónal inglés
enMarsdeny McCraken(1976),
x =
rx(l- n-h
E = v
(7)oH
f.!1 = Of.!I-a;z-
oH
f.!2 = Of.!2- oE
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~(Re(A))
1
"'o
do 0=0
o
Para estosvalores,(j(),y sobrela variedadcentro,si el
puntofijo pasade ser establea inestablerodeadoporun
ciclo límiteestable,entoncesedicequela bifurcaciónes
supercríticay ello quedajustificadoporel hechodequeel
primercoeficientedeLiapunov,.e1(150),esnegativo.Ahora
bien,si dichocoeficiente spositivo,entoncesunpuntode
equilibrio(foco)inestablepasaaserestablerodeadoporun
ciclo límiteinestable.Es lo queocurreal pasardelaregión
(m) a la (n) en el gráfico.Se dice en tal casoque la
bifurcacióndeHopfessubcrítica.
Al pasara la región(m) apareceunavariedadinestable
dedimensión4, desapareciendola variedadcentro,conlo
queel equilibrioesinestable.La variedadinestablen(IV)
siguesiendodedimensión4. Sinembargo,alpasarel punto
fijo a laregión(V), lavariedadinestablesdedimensión3,
surgiendoasuvezunavariedadestablededimensiónl. En
consecuencia,el equilibrioes un puntode silla. En el
origen,esdecir,paradetJ =K =O,losautovaloreson"'1,2
=1)"'34=O,conlo cual,si la matrizjacobianaesderango
3, ~sta~íamosanteunabifurcacióndeTakens-Bogdanovll
decodimensión2.
(10)
detJ
",eC,Vi
ReA" >0
ReA,. =0
delJ ~(K/2)'-1¡)'K/2
t
1, E R. Vi
K
deIJ=(K/2)'
,¡" >(1,.<,.<o
A,eC, Vi
ReA, >0 Ó
l,ER,Vi,l,>O
11.24>0,1,<0 é
1,>0,1,<0,Re12.4>0
1,.2.4>0,1,<0 Ó
1,>0,1,<0,Re124>0
Figural. ClasificacióndelosautovaloresdeJ enfunciónde
detJyK.
Hemos estudiado el problema de control anterior
considerandocomo tasa de capturasla función h(t) =
qE(t/, lacualestaríajustificadaencasosenlosqueelstock
inicial estuviesetan .Ievemente xplotadoque pudieran
considerarsencadainstantelascapturasindependientesde
la biomasa,siendorealistadesdeluegoen situacionesa
cortoplazoyen lasprimerasfasesdelaexplotaciónl2.
11 VerGuckenheimer(J 993)o Govaerts(2000)
12El estudioteóricodel problemadecontrol(6) formuladocon la función
decapturashabitualde Schaefer,revelala presenciadeltradicionalpunto
de silladelos modelosde controlóptimo,lo queimplicaqueel equilibrio
(único)escondicionalmentestable.
La existenciade controlesóptimosestágarantizadasi
tenemosen cuentaque el integrandoen el funcionala
maximizarescóncavoconrespectoa lavariabledecontrol
(Berkovitz(1974)asílo establece).Pero lascondicionesde
optimalidadelprincipiodelmáximosonsólonecesariasy
únicamentepuededemostrarsela suficienciaen algunos
casosexcepcionales,Entonces,lo másquesabremosesque
si sólo existeuna soluciónverificandolas condiciones
necesarias,éstaserá la solución óptima;si hay varias,
hablaremosentoncesde"candidatos"asolución.
Lascondicionesnecesariasdeoptimalidadquesederivan
de la aplicacióndel principiodel máximode Pontryagin,
nosllevanal siguientesistemadeecuacionesdiferenciales:
j: : n(I-~)-qE'
l
~l - (15 - r +2;)~1
V =' (jv-q(P-~I)+~
~ 2~
(11)
El sistema(11)poseecuatropuntosdeequilibrio(P¡=(Xi,
Ei' fl/, Vi),i=1,...,4),cuyascoordenadasvienendadaspor:
L J (
L
)
' e'L e ¡
X¡=2- 2 -4p'qr,E¡=2pq'Il¡=V¡=O(12)
L
J(
L
)' e'L e 2- -X2=-+ - ---, , E'=-'Il¡ -v,-o (13)2 2 4p' qr' 2pq
L
(
15
)
1 /L 2 2
x, ="2 1-~'E, =--;~qr (r -15),
(14)
cr
3 -
~I =P-L«(j2-r2)
L 2 2
-(r-(j),v,=O
qr
L
(
15
)
1
~
L 2 2
x, =- 1-- ,E, =- -(r -15),
2 r 2 qr
(15)
cr
~I'=P+L«(j2-r2)
Sobre la existenciade los mismos en un contexto
económico,hayquedecirqueunacondiciónnecesariay
suficiente'paraqueexistanlosdosprimerosequilibrioses:
2
c
q>~
Lp r
El tercerode los equilibriosno tiene sentidoen el
contextoen el quenos encontramos,puesla coordenada
(16)
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correspondienteal esfuerzoes negativa.Y el cuarto
equilibrioP4existesi y sólosi:
,
(
, 2 C r
5 :::;r - qp'L i.e.,0<5:::;
,
J
2 C r
r - qp2L =5 (17)
Respectode la estabilidadde los mismos,se tieneel
siguienteresultado13.
Teorema. Dados los equilibrios(12), (13) Y (15) del
sistema(11), seaJ¡, i = 1,2,4,la matrizjacobiana del
campovectorialcorrespondiente,valuadaencadaunode
ellosy K¡ = B¡-52,i = 1,2,4,conB¡ la sumadelosmenores
diagonalesde orden 2 de J¡. Sea 01= +./r2 - c:r .
qp L
Entonces,para cualesquieravalores positivos de los
parámetrosdelsistema,severificaque:
1) i) Si 5¿ 5], entoncesK] >OYdelJ] ¿ O
ii) Si 5 <510entoncesdelJ] <O
2) delJ2< O
3) K4> OY detJ4¿O
En consecuencia,y segúnla clasificacióndela Figura1,
el equilibrioP2esunpuntodesillaconunavariedadestable
asociadade dimensiónuno,y P¡ Y P4puedenser sendos
puntosdesillao equilibriostotalmenteinestables,o pueden
surgiralrededordeellostrayectoriascerradasdetipo ciclo
límiteparalosvaloresde5queverifiquen:
(
K
)
' K
det]= 2" +5'2"
(18)
y bajolashipótesisdelteoremadeHopf.
5 Aplicacióna la Pesqueríade
ChameleaGallinadela Región
SuratlánticaEspañola
Los resultadosanteriores,deducidosa nivel teórico,han
sido ilustradosempíricamenteasignandoa los parámetros
biológicosy económicosdel modelo(6) las estimaciones
numéricasrealizadaspara la pesqueríade moluscos
bivalvosde la RegiónSuratlánticaespañola,la cualestá
dirigida fundamentalmentehacia la capturade chirla
(chameleagallina). Esta pesqueríaha sido analizadaen
profundidadporGarcíaOrdaz(1996,1999),GarcíaOrdaz
y GarcíadelHoyo(1998)y GarcíadelHoyoetal (2000),a
travésdel estudiode una serie específicade esfuerzo
pesqueroy capturascorrespondientea los años 1961a
2000.A princip!osdela décadadelos60existíanunos
caladerosde chirla apenasexplotados,y los datosde
13 Ver Vílchez(2001)
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esfuerzoy capturascorrespondientesaesosañosconforman
a la funciónh(t) =qE(t/ comounabuenaestimaciónpara
la tasainstantáneade capturastotalesde la flota.Hemos
elegido,pues,estaetapaparailustrarempíricamentelos
resultadosanteriores.
Se hanasignadoentoncesa los parámetrosbiológicosy
económicosdel problemade control (6) los valores
numéricosdela Tabla1,estimadosenel trabajodeGarcía
del Hoyo et al (1998,2000)y.García Ordaz(1999).Los
autoresestimanestosvaloresapartirdelaseriedeesfuerzo
pesqueroy capturasparala especieencuestión,empleando
técnicasdeestimaciónbayesianasbasadasen el algoritmo
de Gibbs. Hay que decir que hemos realizado
computacionescon el programaVensim,y hemoshecho
una calibracióna partir de la misma serie numérica,
llegandoa idénticasestimacionesmedianteun procesode
optimizaciónpormínimoscuadrados.
Tablal. Estimacionesparalosparámetrosdelmodelo.Fuentes:
GarcíaH. etal (1998,2000),GarcíaO. (1999).
Tras aplicarel principio del máximo,llegamosa las
siguientesconclusionesobrelos estadosestacionariosy
trayectoriasdelsistemadeecuacionesdiferenciales(11).
Dados5]=0,441293,50=0.381547y lasexpresionesde
losequilibrios(12)a(15),setiene:
1) Si 5> 5],el sistemaposeeun equilibrioinestableenel
puntoP¡ = (488,417Tm, 1445días de pesca,0,0) y un
puntodesillaenP2=(29511Tm, 1445díasdepesca,0,0).
En este caso, una idea aproximadade cómo es el
comportamientode las trayectoriasdel sistemapuede
observarsenlaFigura2.
E w
x]/2
Figura2.Unaaproximaciónl4a lastrayectoriasdelsistema(11)
cuando6> 61
2) Si 5 < 510los equilibrios anterioresP¡ y P2 situados en
los mismos niveles de biomasa, esfuerzo y precio sombra,
son sendos puntos de silla con una variedad estable
14 Por W' y W" denotamoslas variedadesestablee inestable,
respectivamente,delpuntodesilla.
Parámetro Valor
r 0,456146
q 0,0001049
L 30.000Tm
p 24,04/Tm
e 7,29/día depesca
fJ 11,39/barcosL
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asociadade dimensiónuno. Además existe un tercer
equilibrioenunpuntoP4talque:
2.1)Para5 =50=0.381547sesitúaenlosniveles:
P4= (2453.1Tm, 3129díasdepesca,12,94€,O),Y los
autovalores11.3,4de la matriz Jacobiana asociadason
imaginariospuros.Además,~(Re ,t3.,)
1
>O, con lo
d5 ,,~,,"
cualel teoremadeHopf garantizala existenciadeun ciclo
límitebifurcándosea partirde50,el cuales inestablepues
sehaobtenidouncoeficientedeLiapunov,.e1 (5(J>O.La
detecciónuméricade!valordebifurcaciónseharealizado
conel softwareContentque,entreotrascosas,permitela
integraciónuméricadelasórbitasdelsistemay e!cálculo
del primercoeficientede Liapunov.En las figuras3 y 4
puedeobservarseesta detección(H) y el ciclo límite
emergente.
24889
213056
177m
10"."
"'.192
338","
19A936
0.158665 0."82'
Figura3,DeteccióndelabifurcacióndeHopf(H).
313 1SI , E
3131.3
313106
3130.82
3130.58
3130.34
3130.1
312'.86
Figura4.El ciclo límite.
Con e! mismo software se ha realizado la
continuacióndelciclo límite,comopuedeobservarsenla
figura5.
JWI
""...-- -. -- -- -- -- -- "'". "". "',." """ """ """
Figura5.Continuacióndelciclo límite.Seobservanbifurcaciones
deNeimark-Saker(NS).
2.2)Paracada50< 5 < 5loP4esunfococompletamente
inestable.
2.3)Paracada5 < 50lo suficientementepróximoa 50,y
sobrela variedadcentro,e! equilibrioP4aparecerodeado
por un ciclo límite inestable.En e! interiorde! ciclo, el
equilibrioP4secomportacomounfocoestable.Fueradela
variedadcentro,paracada5 < 50,P4esunpuntodesilla
conautovalorescomplejosasociados,dosconRe ,t > OY
dos con Re ,t < O. Una representaciónaproximadadel
comportamientode lastrayectoriasenun entornode 50es
la quesemuestraenlasfiguras6 y 7.
E w
x
Figura6. Unaaproximaciónalastrayectoriasdelsistema(11)
cuando0<00 (0<0))15.
3) Si 5 = 5j, entoncesP1 = P4 Y la matriz Jacobiana
asociadaposeeunautovalorealsimpleigualacero,lo cual
hacepensarenla posibilidaddequeexistaunabifurcación
nodo-silla,transcríticao "pitchfork",peroun estudiode la
estabilidade los equilibriosaambosladosdedichovalor
delparámetrorevelaqueno esasí.Estepuntoes lo quese
denominaun "branchingpoint" opuntoderamificaciónl6,
en e! cual se cortanal menosdos curvasde puntosde
equilibriode!sistema.
15La situaciónrepresentadaenestaFiguray en lasiguienteenun entorno
deP" es la quetienelugarsobrela variedadcentro.No reflejaenningún
momentoelcomportamientoglobaldelsistema.
16Ver Kuznetsov(1997),p.495.
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6 UnaInterpretaciónEconómica
Para interpretarlos resultadosobtenidosen un contexto
económicoy responderpor tantoa la preguntade si el
problemade controlóptimo(6) tienesolución,hemosde
decir que los niveles de biomasay esfuerzoen los
equilibriosP¡ y P2no reflejanunasoluciónóptimadesde
ningúnpuntode vista pues,siendoel esfuerzoigual en
ambos, la biomasaen el primerose encuentraen una
situación de sobreexplotaciónl7y en el segundoestá
próximaa la capacidadmáximasoportable.Lógicamente,
siendoP¡ y P2puntosdesilla,el quesealcanceunou otro
equilibrio,dependedequelascondicionesinicialessitúena
la trayectoriacorrespondientesobrela variedadestablede
unou otropunto.
w
E
x
Figura7.Unaaproximacióna lastrayectoriasdelsistema(11)
cuandot5>t50(t5<t5¡).
Los nivelesen P1 reflejanun esfuerzoque suponeun
conjuntode aproximadamente7 barcos(suponiendoun
períodooperativodeunos200díasal año)operandoen la
pesquería,frentea losmásde 150quefaenabandurantelos
primerosañosde la décadade los 60.Además,la sociedad
no otorganingúnvaloral pezno capturado(puesel precio
sombraes cero).Esta situaciónfue de hechola existente
durantelos años 1973-1974en los que la pesqueríase
colapsóy secerró,no observándosenivelessignificativos
de capturashasta principios de los 80. La situación
reflejadaenel equilibrioP2notuvolugarenlarealidad.El
hechode queparezcaigualmenteprobablequeel sistema
evolucionehaciaP¡ o P2puedeestarmotivadopor haber
incorporadoal modeloel mismocostede entradaquede
salida,lo cualesunacircunstanciapocorealistasi setiene
en cuentaqueparaun armadores másfácil invertirpara
entraren una pesqueríaque desinvertirparasalir de la
misma, especialmente en una situación de
sobreexplotación.. No obstante,hemosde considerar
17Prácticamentextinguidosi tenemosencuentaquelosniveles
correspondientesa lasituacióndeRendimientoMáximoSostenible(RMS)
sonenestecasode 15000Tm paralabiomasay de5710díasdepesca,el
esfuerzopesquero.
-
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tambiénqueel modeloestáplanteadodesdela ópticadel
gestorsocial de la pesqueríaparael cual, los costesde
entraday salidano tienenporquécoincidir con los del
armador,aunqueen nuestrocaso se han considerado
idénticos.Desde luego, ningunade las dos situaciones
pareceseróptimadesdeel puntodevistaeconómico.
RespectodelequilibriodadoporP4,hemoscomprobado
queparael valorde la tasade descuento00= 0,381547,
existe una bifurcación de. Hopf, con la consiguiente
aparicióndeun ciclo límiteenunentornodedichopunto,
ciclo queresultaserinestableyaque gt (00)> O.Sobrela
variedadcentroy enel interiordedichociclo,el equilibrio
P4esatractivo.Aunquedesdeel puntodevistamatemático
esteresultadoesinteresante,determinarenlarealidadunas
condicionesiniciales que conduzcanhacia ese estado
estacionarioes complicado,por no decir imposible.
Además,los nivelesenel equilibriopara00( X4=2.453,1
Tm, E4= 3.129,66díasdepesca,01= 12,94€)no reflejan
una situaciónóptimadesdeningúnpuntode vista, y la
aplicaciónde unatasade descuentode aproximadamente
un38%noes factibledesdeluegoenuncasoreal.
No obstante,puedecomprobarse(verTabla2) quepara
una tasa de descuentoen torno al 1%, los nivelesde
biomasay esfuerzoenel equilibrioP4seaproximana los
correspondientesal RMS.
Por tanto,enla búsquedadesoluciónparael problemade
controlcorrespondiente,la políticaóptimaa seguirdebería
seraquéllaque,aplicandounatasadedescuentoapropiada,
conduzcaa lastrayectoriasdel sistemahaciael equilibrio
P4,el cualpara0< 00esunpuntodesilla conunavariedad
estableasociadadedimensióndos.
Tabla2.NivelesenelequilibrioP4'Fuente:elaboraciónpropia.
() Biomasa Esfuerzode Precio sombra
(Tm) pesca(días) (euros)
0.01 14.671,2 5.709 17,9542
0.03 14.013,5 5.698 17,9424
0.05 13.355,8 5.676 17,9188
0.08 12.369,3 5.622 17,8599
0.1 11.711,6 5.571 17,8040
0.2 8.423,1 5.132 17,2703
0.3 5.134,7 4.301 15,9629
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7 Conclusiones
La introduccióndeunoscostesdeajusteenel modelolineal
de gestiónde pesqueríasde Schaefer(1957)tiene dos
consecuenciasinmediatas:porunaparte,laexistenciadeun
controlcontinuo(en contraposicióna la solución"bang-
bang"del modelohabitualy por otra, la posibilidadde
solucionescerradasconcomportamientooscilatoriodetipo
ciclo limite que en modelos de este tipo eran
tradicionalmenteexcluidasen pro de la soluciónhabitual
delpuntodesilla.La existenciadetalessolucionesepone
demanifiestoa travésdel teoremadebifurcacióndeHopf
enel problemade controlestudiado.No obstante,dichos
ciclossoninestablesy aunquesobrela variedadcentro,el
equilibrioquerodeanesatractivo,conseguiren la realidad
unascondicionesinicialesquesitúena lastrayectoriasdel
sistemasobrela variedadesdificil y la aplicacióndetasas
dedescuentotanelevadastampocoes factibleenun caso
real. Por otra parte, se observaque para tasasbajas
(aproximadamenteun 1%), los niveles de biomasay
esfuerzo en dicho equilibrio se aproximan a los
correspondientesa la situaciónde máximorendimiento
sostenible, concluyendo que una política adecuada
conduciríaa lastrayectoriasdelsistemahaciatal equilibrio
estacionario,el cualendichasituaciónesel habitualpunto
desilladelosproblemasdecontrolanálogos.
El estudiodel sistemanos ha reveladoqueexisteuna
bifurcacióndeTakens-Bogdanovdecodimensión2.En este
caso, los comportamientosdel sistema pasan por
trayectoriascíclicas, puntos de equilibrio establese
inestablesy puntosdesilla.
No obstante,la bifurcaciónde Takens-Bogdanovpuede
dar lugar también a la posibilidad de bifurcaciones
homoclínicas,lascualessonbifurcacionesglobales,yaque
el sistema encontradoen este caso es un sistema
hamiltoniano.La búsquedade los lazos de silla la
abordaremosmediante l métododeMelnikov.
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